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48050 Integration von gebrochen rationalen Funktionen 3

Vorwort

Geht man bei der Integration gebrochen rationaler Funktionen Uber die einfachen ,Schulintegrale®
hinaus, st63t man schnell an seine Grenzen. Dabei muss man wissen, dass es Funktionen gibt, zu
denen es nicht einmal eine Stammfunktion mit Funktionsterm gibt.

Ich habe hier einige Verfahren zusammengestellt und gebe Beispiele dazu an. In anderen Texten der

Mathematik-CD der Internetbibliothek fir Schulmathematik findet man mehr Beispiele dazu.
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48050 Integration von gebrochen rationalen Funktionen 4

1 Drei Grundintegrale

Hinweis: Ich berechne nur unbestimmte Integrale und lasse zur Vereinfachen die Konstante + C weg.

x" 1 1

1
1 Die Potenzregel liefert —dx=|x"dx = =— . fur n= -1
M J Ixn j -n+1  (n-1) x""
1 X" 1
Beispiele: —dx=|x%dx="—=——
P J.x2 I -1 X
1 x? 1 1 1
—dx =[x dx="r = = —
-[x3 -[ -2 2 x*  2x
(2) Der Fall n=1 kann von der Potenzregel nicht bedient werden.
Aber es gilt: Ildx =In|x|
X
(3)  Die Umkehrfunktion zur Funktion y = tan(x) heit y = arctan(x) (und wird auf
Taschenrechnern meist mit tan™ abgekiirzt. Ihre Ableitung ist:
1
f(x)=arctan(x) = f'(x)=
(x)=arotan(x) = ()=
Daraus ergibt sich dieses Grundintegral (das anders nicht berechenbar ist):
1
dx = arctan(x
J.xz +1 (x)
2 Konstante Faktoren
Konstante Faktoren bleiben erhalten:
L 2
Beispiele: I—dx 6- J.x*‘dx 6.2 - g
J.gdx =2-In|x| =Inx?
X
3 Merkmal: Der Nenner enthalt keine Summe
METHODE: Zerlege den Radikanden in Einzelbriiche.
Beispiele:
x* -4 x4 4 x 4 x*+4
(1) dx = || ——— |dx = (1——)dx: 1-4x?)dx=x-4.-— =X+—=
J~ X2 J. X2 X2 J‘ X2 I( ) _1 X X
x’ —2x 2 1,
(2) dx = (x——jdxz—x —-2-In|x
PP f[x-2Jax= T -2-0n
x* —3x 4 1 3( 1 x* 1 3 1
(3) _[ i —J.( +2x'3)dx:—In|x|——(——j+2~—=—-In|x|-i-———2
2 2\ x -2 2 2x X

(4) IX2X4_1dX:J'(%_X1_4JdXzJ‘(X-z_x4)dX:X_‘1_ﬁ _1+L=_3X2+1
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48050 Integration von gebrochen rationalen Funktionen 5

4 Merkmal: Der Nenner enthalt eine lineare Summe,
der Zahler enthalt kein x

1. Methode: Potenzregel und innere Ableitung:

. 2)"
dx:f(x+2)2dx:(x+1) =— 12
- X+

1
J‘(x + 2)2
(4x-1)" 1

1 2
b) Imdx:j("'x_ﬂ dx = 1.4 4-(4x-1)

In beiden Fallen kann man zuerst die Potenzregel anwenden, also den negative Exponenten der
Klammer um 1 erhéhen und durch diesen neuen Exponenten dividieren. Besitzt x einen Koeffizienten
ungleich 1, dann muss man zusatzlich durch ihn (er ist die ,innere* Ableitung der Klammer) dividieren.

Dies war in b) erforderlich. Die Begriindung zeigt die zweite Methode:

2. Methode: Integration durch einfache Substitution

a) j;dx wird durch diese Substitution vereinfacht:
(x+ 2)2

. Dazu bildet man das Differenzial: |du=u'"dx =1.dx =dx

Also gilt auch
1 1 p u 1
J. ZIUT~=JU2dU=—=—G.

1
(x+2)2 -1

Rucksubstitution: —1 =—
u

; 1 1
Ergebnis: j(x N 2)2 dx =— )

1
b) I ﬁdx wird durch diese Substitution vereinfacht:
4x -1

. Dazu bildet man das Differenzial: |[du =u"dx =4 -dx

Also gilt |dx = 7du

IL:&J‘%. “du :%.J‘uZduzg.u;:_i
u

(4x-1)’ 4 1 4u

Rucksubstitution:

3 3
I(4x—1)2 dx__4(4x—1)

Hinweis: Man erkennt jetzt auch, weshalb man bei der 1. Methode durch die Anbleitung
der Klammer dividieren muss.
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48050 Integration von gebrochen rationalen Funktionen 6
5 Merkmal: Der Nenner enthalt eine lineare Summe,
der Zahler enthalt x
(1) I X > dx Ganz ausfuhrlich alle Schritte dargestellt:
(5x+2)
Jetzt muss auch noch x im Zahler ersetzt werden:
1. Schritt:  Substitution: u=5x+2
2. Schritt:  Differential: du=u"dx =5dx J. X J.u 21 g 1 _[u _92
= f— u = —
2 . 2 5 25 2
3. Schritt:  Nach dx auflosen: |dx = %du g (5X * 2) S-u .
ier. o ) _1 _
4. Schritt:  u nach x auflésen: x =3 (u-2) :ij(%—%jdu :ij[l—%)du
5. Schritt:  Einzelbriiche herstellen ] 25°\u” u 257U u
und umschreiben - if(l—Zuzjdu
257 u
: e 1 In|u|—2u—_1 —i[ln|u|+gj
6. Schritt:  ,Aufleiten® 25 11" 25 u
7. Schritt:  Riicksubstitution: F(x)===|In5x+2|+ 2
5x +2
X2
(2) I —dx Substitution:u=x+3 , du=dx und x=u-3
(x+3)
(u-3) U’ —6u+9 6 9 6 9
=J. . du=j S du=I 1-—+— duzj. 1-—+9u du=u—6-|n|u|——
u u u u u u
2
(3) JX _1dx Substitution: u=x+2 also du=dx
X+2 und: X=u-2

2 2
e S (OF
u u u

Riicksubstitution: :%(x+2)2 —4(x+2)+3-|n|x+2|

= 3(x* +4x+4)-4(x+2)+3-In|x+2]

%x2—2x—6+3-ln|x+2|
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48050 Integration von gebrochen rationalen Funktionen 7
6 Merkmal: Der Nenner enthalt eine Summe,
im Zahler steht ein Vielfaches der Nennerableitung
1 dx
M J.xz -4

Das neue Problem liegt darin, dass nach der Substitution des Nenners durch u=x’ -4 die
Substitution von x im Zahler nicht mehr ohne weiteres maéglich ist. Denn 16st man die Substitution
nach x auf, folgt x> =u+4 also x = im. Dies macht unser Integral komplizierter, so
dass diese Mdoglichkeit entfallt. Die Losung ist ein ganz simpler Trick: Man berechnet zuerst das
Differenzial du = u'dx = 2x - dx. Daraus folgt x-dx = %du . Auf diese Weise gelingtes, x-dx zu

ersetzen. Hier die komplette Losung:

X x - dx Tdu
f ——dx = f — = | £ — Substitution: u=x’-4.
X" —4 X" —4 u Differenzial: du =u'dx = 2x -dx
:%J‘%du:%‘ln|u|=%ln‘x2—4‘ Ersetzen von x dx: x-dx = Zdu
X zdu . 2 . W 2
(2) _[2—1dx:_[ =5-In|u|=5-ln|x +1| Substitution: u=x"+1.
X u Differenzial: du=u'dx = 2x-dx
Hinweis: Das klappt nicht mehr, wenn Ersetzen von x dx: X-dx = %du
der Zahler x+1 heif3t, weil dann (x+1)dx
nicht mehr im du verschwindet. 5
Substitution: u=x"+4.
3 X3 L ru—4 du. d Differenzial: du =u'dx = 2x - dx
(3) X2 +4 U_EJ g U oeng Ersetzen von x dx: x-dx = 2du
x3 . dx = x> -(x~dx)=(u—4)~%du AulRerdem ist: x> =u—4
:%I¥du :%IP—%}du =1-[u-4-Inju|]= %(x2 +4)—2~In(x2 +4)
Da x* +x > 0 ist, wird dort der Betrag nicht mehr benétigt.
_— 2
4 — x2 4-(u-3) Substitution: u=x"+3.
(4) j(xz +3)2dx = %ITd“ Differenzial: du =u'dx = 2x - dx
Ersetzen von x dx: x-dx = 2du
,(7—u a0l 701 5
_Efu—zduzfj Z u du AuBerdem ist: X“=u-3
=1[7u?du- 1jldu :%-{7—}—%In|u| =————ZIn|ul
Riicksubstitution: = —;—%-In(x2 +3)  (Betrag unnétig).
2(x2 + 3)
X+3
(5) Iﬁdx Die Ableitung des Nenners ist 2x+6, im Zahler steht die Halfte,
X“+6x-12
< ) also gelingt die Substitution: u=x?+6x-12
=J.%ciu:%ju’2du:%ou—4:—i:— 1 du=(2x+6)-dx = (3+x)-dx=2du
2 2u 2(X*+5x-12)
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48050 Integration von gebrochen rationalen Funktionen 8

7 Merkmal:

Der Nenner hat mindestens Grad 2 und eine Nullstelle,
der Zahler ist kein Vielfaches der Ableitung der Nennerklammer

Dann hilft oft das Verfahren der Partialbruchzerlegung. Ausfiihrliches im Text 48051.

Hier vier Beispiele zu verschiedenen Situationen:

(1): Ij)(—_sdx Die Ableitung des Nenners ist 2x —1.
X —Xx-6
Der Zahler ist kein Vielfaches davon.
Weitere Merkmal: Der Nenner hat zwei Nullstellen und lasst sich daher faktorisieren:
+4/ +
X*-x-6=0 = X, = 1% 12+24 = 1_25 :{32 Alsoist x*-x-6=(x-3)(x+2),
Grundidee der Partialbruchzerlegung:
Wir fassen & als Summe zweier Briiche auf: = A +i,
(x=3)(x+2) Xx-3 x+2
deren Zahler wir noch nicht kennen. Wir bestimmen sie durch diese Methode:

4x -8 _ A . B
(x=3)(x+2) x-3 x+2
4x-8=A-(x+2)+B(x-3)

Nenner beseitigen:

| -(x=3)(x+2)

Einsetzungsverfahren (z. B. Nennernullstellen einsetzen):

Firx=-2 -8-8=A.-0-5B < 5B=16 < B:%
Firx = 3: 12-8=5A+0B < bH5A=4 < Az%

_ 4 16
Ergebnis: =8 =_2° 2

(x—3)(x+2)_x—3+x+2

=
o

4x -8 4 i
Ergebnis: dx = | —2—dx+|—=dx=2%.In|x-3|+2£:In|x+2| (Schnellmethode
g Ixz—x—6 Ix—3 Ix+2 sellpe=g-lpet I )
x® —4x? . . . .
(2) j2—4dx Weil der Grad des Zahlers groRer als der des Nenners ist, muss
X i

man den Bruch erst durch Polynomdivision aufspalten:

(€ —4x* +0x+0): (x* -4)=x-4 dx_16
—(x* +0x* —4x) = f()=X-4+———
. X -4
—-4x" +4x
—(~4%C +0x+ 16) oder f(x)=x_4+4:;4
+4x—16 —4
_ _ 1 3
Danach zerlegt man X2 4__A + B wie oben in X2 4 _ 2 +—2—. Esfolgt:
X"—4 x-2 x+2 X"—4 x-2 x+2
3 2 1 3
XX a2 2 |y a4y =
x* -4 X-2 Xx+2 X-2 Xx+2
3 442
Ergebnis: J‘idx: [x—4+ o © }dx:%xz—4x+2-|n|x—2|+3~|n|x+2|
x* -4 X-2 x+2

Friedrich Buckel www.mathe-cd.schule



48050 Integration von gebrochen rationalen Funktionen 9

dx Weil die Nennernulistelle 4 doppelt ist, benétigt man diesen Ansatz:

(x—1)(x—3):3Jr b ¢
x(x-4) X X-=4 (x_4)

Jx2—4x+3

3
©) x(x—4)2

| ~x(x—4)2

Einsetzungsverfahren:

x =0 eingesetzt:

(la-1)
x=4 eingesetzt: (— 1)
(8

x =5 eingesetzt:

Daraus folgt: 8=a+5b+5c 1 5
Umgestellt: 5b=8-a-5c=8-1-B=18_23 _8B_-5 o p=22
2 3 1 3
—4x+3 = 13 3
Ergebnis: % 16, _16 . _ 4 .
x(x—4) X x-4 (x—4)
x* —4x + 34 3 1 1 1
J _J — dx—ﬁ —dx+%j—dx+% —dx
x(x - 4) X 4 (x—4) X x—4 (x-4)
Weiter folgt: Ildx =In|x|, j 1 dx=In|x-4|  (eventuell mit Substitution)
X x-4
-1
1 - x-4 1
[T TR L)
(x-4) ~1 X —4
Dann setzt man alles zusammen:
4x+3 3
Ergebnis: _f—dx =3 In|x|+EIn|x - 4| - +C
x(x—-4)° 4x-16
2x° +x -1 . . .
(4) j 5 dx Hier hat der Faktor x-1 die Nullstelle 1, aber der quadratische Term
(X _1)()( iy 1) x? + x +1 nicht. Daher setzt man die Partialbruchzerlegung so an:

2x% +x -1 A Bx +C

(x—1)(x2+x+1)_x—1+x2+x+1

Der Bruch mit dem quadratischen Nenner muss im Zahler einen linearen Term haben.
Nenner weg: 2x2+x—1=A-(x2+x+1)+(Bx+C)(x—1)

Rechte Seite ordnen: 2x% +x-1=Ax® + Ax+ A +Bx* -Bx+Cx-C
2x* +x-1=(A+B)x* +(A-B+C)x+(A-C)
Jetzt eignet sich die Methode mit dem Koeffizientenvergleich:

Fir x* A+B=2 (1)
Fur x: A-B+C=1 (2)
Absolutglied: A-C=-1 (3)
(3)+(2) 2A-B=0 (4)
(1)+(4) 3A=2 = A=2
2 2 4 5
Ain (4); B=2A=% eXFR=" g, @
2 2
Ain 3): 2.Co 15 Co2i128 (x—1)(x +x+1) x—=1 x> +x+1
2 f—
Ergebnis: J. 2 +x -1 dx:%jidx+%ffx—+5dx Weitere Schritte: siehe 9. Methode
(x—1)(x2+x+1) x—1 X2 +x—

Friedrich Buckel www.mathe-cd.schule



48050 Integration von gebrochen rationalen Funktionen 10

8 Merkmal:

Der Nenner hat den Grad 2 und keine Nullstelle
der Zahler enthalt kein x

Das Arkustangensverfahren

Beispiele:

(1) _[ a_ dx-= a~I L dx = a-arctan(x) Dies ist ein Grundintegral (Seite 3).

x? +1 x* +1
(2) J‘%dx Der Nenner muss durch quadratische Erganzung und
X° —4x+
Nachfolgende Substitutionen auf die Form (1) gebracht werden.
. . Py . 2
Quadratische Erganzung: x?—4x+9 hatals Ziel: (x-2) + []
Erklarung:  (x —2)2 =x? [-4x]|+4 der Summand -4x ist das sogenannte doppelte Produkt
der binomischen Formel. Halbiert man den Koeffizienten -4, dann findet man
die Zahl -2.
So formt man um: x> —4x+9=(x*—4x+4)+5

=9

Man zerlegt also das Absolutglied 9, so dass das erforderliche Quadrat von -1, also 4 erscheint.

Also: x2—4x+9=(x2—4x+4)+5:(x—2)2+5
A
=9
I 5 10 dx=J. 102 dx Substitution: u=x-2 = du=dx:
X“—-4x+9 (x-2)"+5
I 5 10 dx=j 102 dx:j 210 du Kurzen durch 5:
X°—4x+9 (x—2) +5 u‘+5

j 3 10 dx=j 102 dx:j 210 du=j 22 du
X°—4x+9 (x—2) +5 u“+5 %+1
Im Nenner benétigt man den Term v +1. Dies erreicht man durch die

2
. u u .
neue Substitution v=—, also v = 5 Ferner ist

J5

u=+v5-v = du=+5-dv

j u22 1du = -[v22+1 J5dv = 2x/§j V21+1dv = 2\/5«arctan(v)
o+

Rucksubstituieren: v = 4

5

X-2
— ergibt:
J5

10 X—2
———dx =25 -arctan| ——
J‘x2—4x+9 v (\/5]

Weitere Beispiele im Text 48055.
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9 Merkmal:

Der Nenner hat Grad 2 und keine Nullstelle
der Zahler enthalt einen linearen Term

Erweitertes Arkustangensverfahren

Beispiele
j:lx;ﬁdx Notwendige Vorarbeit: Nullstellen des Nenners bestimmen
X —4x+7 MAa ~a
+ _
X2 -4x+7=0 = X, = # ¢ R, also keine Nullstellen
Zuerst vergleichen wir dieses Integral mit den beiden folgenden:
4x-12 . . . .
jmdx Hier besitzt der Nenner die Nullstellen 3 und -1, also gilt
I ax—12 —I 4X 12 dx und man kann mit der Methode
—-4x-3 x+1
Partlalbruchzerlegung das Integral in zwei einfache zerlegen (Seite 7 ff.).
J;‘XT_Ssdx Hier ist der Zahler das Doppelte der Nennerableitung.
X® —4x+

Also vereinfacht die Substitution u=x?-4x+5 und du=(2x-4)dx zu

[0 dx:jz'ud“:2-|n|u|:2.|n|x2-4x+5| (Seite 6)

x? —4x+5
Auf das gegebene Integral dagegen ist keine der beiden Methoden direkt anwendbar.
Da der Nenner nicht faktorisiert werden kann, andern wir der Zahler so ab, dass eine Substitution

Moglich wird. Dazu wird eine Nullsumme addiert, so dass im Zahler 4x - 8 entsteht, also das Doppelte

der Nennerableitung:

ax—12  4x[-8+8]-12  4x_g L 8-12 4x-8 4

= +
x> —4x+7 X —AX+7 X —Ax+T X —Ax+7 X2 —dx+T X —4x+7

Damit folgt fur das Integral diese Summe:

4x-12 4x -8 4
j 2 —j j 5 dx
X" —4x+7 4x+7 X" —4x+7
Berechnung des 1. Teilintegrals:
_[24)(—_8dx mit der Substitution: z=x*-4x+7 = dz=(2x-4)dx
X°—4x+7

4x -8 2-dz
J‘x2—4x+7dx:J z

Berechnung des 2. Teilintegrals:

=2:Injz| = 2-In|x* —4x +7|

4
= = dx Quadratische Erganzun
'[ 4X+7 '[ x —4x+4) +3 '[(x—2)2+3 ( J 9
1. Substitution: Uu=x-2 = du=dx
4 4
dx = = = d
jx2-4x+7 X I(x —4x+4)+ Ix 2y’ ju2+3 )

Kilrzen durch 3 (Ziel: Im Nenner ...+1 statt +3)

Friedrich Buckel www.mathe-cd.schule
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12

4 4 4
jz—dx:..:_f 5 du:J. 5 du
X" —4x+7 u-+3 uc
3
2. Substitution: v =%damit v? =u?wird.

Dann wird u:\/§-v und dU=\/§'dV

Ide:...:f 4 du:I 5 du=J'%\/§dv=§\/§J. !

X? —4x+7 u’+3 %H vZ +1 vZ +1
Doppelte Ricksubstitution:
u X—2
Vv=-— und u=x-2 = v=
73 J3
4 4 X—-2
————dx = —\/§-arctan e —
-[x2 —-4x+7 3 [ NE) ]
Jetzt kann man zusammensetzen und erhalt aus
j jX—12 dXIj 24X—8 dX+I _ 4 dx
X" —4x+7 X°—4x+7 X°—4x+7

das Ergebnis:

J‘ 4x-12

4 X—2
—= = dx=2-In[x*—4x+7|+—+/3 -arctan
X2 —4x+7 | | 3 [ j

V3

dv = £+/3-arctan(v)

Es lohnt sich, noch einmal iiber dieses sehr schwere Integral nachzudenken.

Qrkustangens—Funktion Uberfuhren.

ﬂ)er quadratische Nenner hatte keine Nullstellen und war daher nicht faktorisierbar, weshalb die\
Partialbruchzerlegung keine Option zur Zerlegung war. AuRerdem war der lineare Zahler kein
Vielfaches der Nennerableitung. Doch durch die Addition einer Nullsumme konnte der Bruchterm
so in zwei Briiche zerlegt werden, dass der erste Bruch durch eine Substitution berechenbar
geworden ist (und hat eine In-Funktion ergeben). Der zweite Bruch enthielt im Zahler nur noch eine

Zahl. Daher kann man ihn durch quadratische Erganzung im Nenner und zwei Substitutionen in eine

J

Weitere Aufgaben dazu im Text 48055.

Friedrich Buckel
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10 Reduktionsformel fiir J‘(;ndx

ax?® + b)

Im Text 48052 wurde durch Umkehrung der partiellen Integration eine Formel hergeleitet, die es

gestattet. Das gezeigte Integral auf ein anderes zu ,reduzieren®, das im Nenner einen um 1 kleineren

Exponenten hat.

Die Formel lautet: I 1 dx = X + 2n-3 1 dx
. (ax2 + b)n 2b(n —1)(ax2 + b)n_1 2b(n 1) (ax2 + b)n_1

Anwendungsbeispiele:

1

(1) jwdx mitn=2,a=1und b=3
X% +
L ~dx = X 1+LJ' 1 ~dx oder besser
(x2+3) 6-1-(x2+3) 6-1 (x2+3)
1 X 1 1
J‘(X?Jr?,) dX_G-(x2+3) 6 (x2+3)dx
2) jﬁdx mitn=3,a=1und b=3
L S dx = X >+ 3_[ L 5 dx oder besser:
(x2+3) 6~3~(x2+3) 6-2 (x2+3)
I L dx = X +l L dx

(x2 +3)° 18~(x2+3)2 4 (x2+3)2

Das reduzierte Integral kann dann aus (1) ibernommen werden.

(3) _[ 1 2dx mitn=4,a=1undb =
(x—4)

Wer diese Formel nicht zur Verfugung hat kann durch die umgekehrte partielle Integration mit

zusatzlicher Partialbruchzerlegung auf die Ergebnisse kommen. (Siehe Text 48052).

Friedrich Buckel www.mathe-cd.schule





